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Riassunto Vengono esposti alcuni risultati recenti sulle proprietà di invarianza di 
un sottoinsieme di uno spazio di Hilbert per alcune classi di inclusioni differenziali. 


Abstract. We present some recent results on the invariance properties of a subset 
of a Hilbert space for some classes of differential inclusions. 
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ALCUNI RISULTATI RECENTI SUGLI INSIEMI 
INVARIANTI PER LE INCLUSIONI DIFFERENZIALI 


ANGELO CAVALLUCCI 


Nello spazio di Hilbert X consideriamo il problema 


{ d(t) € F(x(t)) q.d. pert>0, 
(0) = To) 


(P) 
per il quale supponiamo verificata in tutto il seguito la condizione 


a) Per una costante c > 0 si ha 
X3r-+F(z) Cc(1+]|||)B CX, F(2) #0); 
b) F é superiormente semicontinua (u.s.c.), ossia 
Vr € X,Ve> 0,36 > 0: F(r +5B) C F(xr)+ eB, 


(H1) 


con B= {x € X|||r||< 1}. 
In seguito sarà utilizzata anche la condizione 


(H2) Per ogni insieme limitato E C X esiste una costante K > Otale che 
F(x) C F(y)+E||2-y]|B, ve,ye E. 


Nel caso di X = R” le proprietà fondamentali di invarianza per il problema (P) 
sono espresse dai seguenti due teoremi contenuti in [2] 


Teorema 1. Se F ha valori convessi chiusi e verifica la condizione (H1) e se 0 # 
SCR" é chiuso, sono equivalenti le condizioni 


a) F(2) NTs(2) #0, Vr € S; 
b) F(2)N0Ts(x) #0, Vr € S; 
c) hp(c,v)<0, Vv E Ns(x), Ve € S; 


d) (5, F) é debolmente invariante. 
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Teorema 2. Se S e F verificano le ipotesi del Teorema 1 e se inoltre vale la con- 
dizione (H2), sono equivalenti le affermazioni 


a) F(x) CTS(£), Vr € S; 

b) F(x) C Ts(z), Vr € S; 

c) F(x) C @Ts(z), Vr E S; 
d) (S, F) é fortemente invariante. 


I simboli che compaiono nei due teoremi enunciati hanno il seguente significato, 
con x € Schiuso in X e ds(y) = inf{||s-y|[s€ S}, 
Sn —T 
In 


Ts(c) = { lim |S3sn > z,tn +0+}; 


ds(y+ tv) — ds(y) 


TS (x) = {ve X] limsup ; 
var 


+04 
hr(2,0)=inf{<y,v>|y € F(2)}; 
Hp(2,v) = sup{<y,v>|y € F(2)}; 
Ns(z)={veX|35>0:(r+65||v|B)nS= {z}}; 
poniamo, con 0 < e < 1, 0<T < 00, 
Tj(co,T)= . 
= {x(.):[0,T]N RX] x(.) assol. cont., î(t) € F(z(t) +eB)g.d., (0) = xo} 
e diciamo, seguendo [3], che il sistema (S,F) é debolmente invariante (viable) se 
Vzo € 5,3x(-) € TE(20,00), VE> 0: £(t) € 5; 
debolmente invariante in senso approssimato se 
Ve > 0, VT > 0, Vro E S,Ir(-) E Ti(ro, T), Vi € [0,7]: ds(x(t)) < 6; 
fortemente invariante se 
Vzo E S,Ve(-) € TE(20, 00), Vi > 0: £(t) € S; 
fortemente invariante în senso approssimato se 
VA > 0, VT > 0, Vzo E 5, Ie > 0, Vx(.) € Té(z0, T), Vi € [0,7]: ds(z(t)) <A. 


Poniamo anche, per x € Schiuso in X, 


= 0}; 


Sn 

Èn 

projs(y) ={s € SI Ily—s ||?< ds(y)? +e}, ye X, e> 0; 
S*= {y E X| Vs E S:<y,8><0}. 


x x 
T9(x)={w- lim |S3sn+ztn+0+}; 


Si ha (cfr [1], [3]) 
Ns (a)* = T£(2) C Ts(2) CTE(2) Cc oTE(2) c Ns(2)?. 


In [3] é stata ottenuta la seguente "versione approssimata” del Teorema 1. 
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Teorema 3. Supponiamo verificata la condizione (H1). Per ogni S C X sono 
equivalenti le affermazioni 


a) coF(x)NT?(2) #0, vr e 5; 

b) coF(2)N@TE?(2) #0, va e 5; 

c) hp(2,v) < 0, Vv E Ns(2), Va € 5; 

d) (S, F) é debolmente invariante in senso approssimato. 


Indichiamo il metodo seguito in [3] per provare che d) segue da c). 

Si comincia con l’osservare che (5, F) 6 debolmente invariante in senso approssi- 
mato se e solo se lo é (5, F). Questo permette di ragionare su un insieme S chiuso. 
Fissiamo zo € S,T > 0. Si determinano due costanti m, k > Otali che 


F(x) CmB, Vr € (kK+1)B, 


|e(t)] < k per 0<t<T, 


Né |<mqd. su [0,7] 
per ogni x(-) € Tf(z0,T). Posto. 


G= {x € kB] ds(2) < 3}. 


fissiamo una funzione ss(-) tale che 
$ 1 
G3rss(r) € projs’ (x), 0<d< 7 


ss(r)=x per x E S. 


Poniamo 
fs(r)=x perr € GNS, 


fs(cr)=0 pera £G. 
Se x € G\S, segue dalla Proposizione 2.2 di [3] che esistono 
ss(r) E S,ts(a) #5 
tali che È e 
Zs(x) — ss(x) € Ns(85(2)), 
Il zs(2) — s5(2) IS ò, 
Il [zs(e) — ss(2)] — [2 — ss(2)) IS 26 
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e dall’ipotesi c) segue che esiste 


fs(x) € F(55(2)) 
tale che 
< fs(x), E5(2) — Fs(x) >< 2m6. 
Con questa scelta di f5(r)si ha 
< fs(x),x — s5(r) >< 4m$, 
Il fs(2) IS, 
f(x) € F(55(1) +6B). 
Poniamo 
(0) = zo 
c(t) = alti) + (t-t;-1)fe(c(t;-1)) per t;-1<# St,l<Si<p, 


essendo 
O=to<t1<---<t,=T, 


dSti-ti-1<A4 per l<i<p. 
15) possibile determinare A > $ opportuno in modo da avere 
2(-) ETe(z0,T), ds(2(t)) <e per 0<t<T. 
Esiste una ”versione approssimata” anche del Teorema 2 data dal seguente 


Teorema 4. Supponiamo S chiuso in X e che siano verificate le condizioni (H1) 
e (H2). Allora sono equivalenti le affermazioni 


a) F(x) CT£(2), Vr e S; 

b) F(x) C Ts(x), Vr € S; 

c) F(x) CT$(2), Vr € S; 

d) F(x) C@Tg(£), Vr € S; 

e) Hr(z,v)<0, Vve Ns(2), Vr € S; 

f) (S, F) é fortemente invariante in senso approssimato. 


Per la dimostrazione rimandiamo a [3]. 
Per ottenere risultati di ”invarianza esatta” dai due teoremi precedenti conside- 
riamo la seguente condizione 


(H3) Esiste K > Otale che per ogni insieme non vuoto limitato D C X si ha 
o(F(D)) < Ka(D), 
ove a(-) rappresenta la misura di non compattezza secondo Kuratowski: 
o(D)=inf{5>0|DCc |] D:, diam(D;) < 8}. 
finita 


Osserviamo che (H3) é conseguenza di (H2). 
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Teorema 5. Supponiamo che F verifichi le condizioni (H1) e (H3). Sia 
10,15 en —0, n(-) € TE (20,7). 


Allora esiste x(-) € Tp(ro, T) tale che, eventualmente passando a una sottosucces- 
sione, 
max ||en(t)-c(t)|| — 0. 
2 le), 
Questo risultato é contenuto in [3] insieme con i due teoremi che seguono. 


Teorema 6. Supponiamo S chiuso in X e supponiamo che F sia a valori convessi 
chiusi e che verifichi le condizioni (H1) e (H3).Allora sono equivalenti le affer- 
mazioni 


a) F(x)NTs(x) #0, Vr € S; 

b) F(2)N@Ts(x) #0, Va € S; 

c) hp(2,v0) <0, Vu e Ns(r), Ve € S; 
d) (5, F) é debolmente invariante. 


Teorema 7. Supponiamo S chiuso in X, F a valori convessi compatti e che siano 
verificate le condizioni (H1) e (H2). Allora sono equivalenti le affermazioni 


a) F(x) CTS£(x), Va € S; 

b) F(x) C Ts(x), Vr € S; 

c) F(x) CTg(2), Vr € S; 

d) F(x) c TL (2), Ve € S; 

e) Hr(x,v)<0, Vu E Ns(z), Ve E S; 
Î) (S, F) é fortemente invariante . 


Un altro tipo di invarianza debole approssimata viene considerato in [4], dove si 
prende come misura dell’approssimazione il minimo tempo trascorso fuori dall’in- 
sieme S da una qualunque traiettoria uscente da x E S. 

D'ora in poi sarà sempre X = R° e sarà sempre verificata la seguente condizione 


(H4) F ha valori compatti convessi e verifica (H1). 
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Riportiamo da [4] le seguenti definizioni, ove r € R", Sé chiuso in R°,0<T< 
00, 


Cs,e(2) = dic) u({t> 0| (1) € 5}) = 


= inf ‘ ds; 
ia Xx ,, (£(5)) ds 

Vr(T, 5) ={r e R"| Cs,e(2) <T}; 
Viabr(S) = {2 € S| 3r(.) € Ti(2,00) : e(t) € S pert > 0}; 


05(x) = inf t>0| x(t) e S}. 
Fa =_ lt 20 20 €59 


Poniamo anche 


[0,1] se x € 95, 
X_,(t)=< {l}sere S', 
{0} altrove in R”, 


F(2,9)={(u,v) € R° x Rue F(2),ve -X_,(2)}. 
La funzione F verifica la condizione (H4) e si ha il seguente 


Teorema 8. Se S é chiuso in R° e F verifica la condizione (H4), allora 


a) Cs,F() <o0= 3r*(-) E Tg (2, 00) Ì Cs,F(2) = Tx, (2*(5)) ds; 


b) epi(Cs,r) = Viab(R” x [0,+00[). 
Si é posto per g: R" + RU{+00} 
epi(9) = {(z,t) € R° x R| g(2)<t} 


In [4] é provato il Teorema 8 e anche il più generale 


Teorema 9. Se S e Q sono chiusi in R" e F verifica la condizione (H4), allora 


(c.c) 

Q 7 poko 

a Co pr) := inf i x(s))ds = minimo 

) sel ) 2()eTUz,0) So X5.{ (5) i 
=(t)€Q per e>0 


b) epi(C$ p) = Viab;(Q x [0,+00[). 
Dal Teorema 8 segue che 
Viabp(S)= Vp(0, 5). 


Si ha anche 
0<t1<ta = VE(t1, 5) C Ve(t2, 5), 


SC S,= Ve(t, Si) @ Vr(t,.52), 
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Ve(t,5) = Lim Velt+h,5), 


dove ” Lim” rappresenta il limite secondo Painlevé-Kuratowski, definito, per la mul- 
tifunzione a — E(h), come il valore comune dei due seguenti limiti, quando coin- 
cidono, i 


Li E(h)= R"| liminfd = 0}, 
isp (4) = {x € R*| limin E(4)(c) = 0} 


Liminf E(h) = R°|li d =0}. 
mint ( ) {r (SÌ | Pr E(h) (2) } 
Posto È 

f(x,t)={(u,v) € R° x R|ueF(r),vexX_,}(2), 


F verifica la condizione (H4) e si ha il seguente 


Teorema 10. Sia T > 0, S chiuso in R” e supponiamo che F verifichi la condizione 
(H4). Allora : 


Ve(T, S) = tRn(Viab;(R" x [0,7))) 
Qui 7rn rappresenta la proiezione su R”. 
Si ha anche il seguente 
Teorema 11. Sotto le ipotesi del Teorema 10 e la ulteriore ipotesi 
(S, F) é debolmente invariante , 
si ha 
0$(x) = Cs,F(x), Ve € R°; 
Ve(T,8)={r e R"| 9$(2) ST}. 

Le dimostrazioni dei teoremi 10 e 11 sono contenute in [4]. 

Il Teorema 8 e il Teorema 10 permettono di ricondurre la determinazione della 
funzione Cs,r alla determinazione del nucleo di viabilità Viab; per funzioni F che 
verificano la condizione (H4). 

In [4] é indicato un metodo di approssimazione per Viabp di tipo costruttivo. 
Sia S chiuso in R” e sia semicontinua superiormente la multifunzione G tale che 

R" 3r G(x) #0 compatto C R°. 

Posto 

To={r: —+R"|2(0)=2,z(i+1) € G(z(i)) per i > 0}, 

Viabc(58) ={r € S| 3r(.) € To(a) : (i) e S peri > 0}, 

S° = S, S"t! = {r€ S| G(2)NS" #0), 
si ha (cfr.[4], Prop.6.1) 
Viabc(8) = (5°. 
n=0 


Sia ora, con 0 < p, M, K, 
[0, 1] se das(x) < Mp, 
T(z,p)= € {0} se ds:(x) > MP, 
{1} se ds(x) > Mp, 


5 1 
Fp(x,y) = {(u,v) e R" x Rluer+pF(x)+3MKp°B, vet pI(c,p)} . 


Allora si ha il seguente 
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Teorema 12. Se S é chiuso in R° e F verifica la condizione (H4) e le seguenti, 
con le costanti M e K usate sopra, 


F(2) CF(Y)+K||x-y||Bperz,yeR°, 


F(x) C MB perr e R°. 
Allora si ha 
epi(C's,F) = seni Viadz. (R° Xx [0, +00[). 


Per la dimostrazione rimandiamo a [4]. 
Vari risultati su invarianza e approssimazione per inclusioni differenziali del tipo 


t € F(x) rE R” 


si trovano in [3°]. Qui ci limitiamo a riportare i seguenti 


Teorema 13. Supponiamo che valgano le condizioni (H1), (H2) con E= R”, che 
F sia a valori convessi compatti e che 


S = int(S). 
Allora sono equivalenti le affermazioni 


a) (S, F) é fortemente invariante ; 


b) (S”,—F) é fortemente invariante . 


Teorema 14. Supponiamo che valga la condizione (H1), che F sia a valori com- 
patti convessi e inferiormente semicontinua, ossia 


Va € R",Ve> 0,35 > 0,Vye R":|2-y|<5=>F(2) C F(y) + eB. 


Se riesce inoltre È 
Ns(2) # {0}, Ve € 85, 


(5, F) debolmente invariante , 


allora 0A 
(5'”,—F) é debolmente invariante . 


1 


2. 


3°. 
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